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Justification

Dans de nombreuses situations de la vie courante, nous faisons appel a des encadrements, des valeurs
approchées, des ordres de grandeur, des nombres infiniment petits ou infiniment grands....Ces différentes
notions sont parties intégrantes du calcul approché.

Ce dernier est apparu tres tot dans I’histoire des calculs car il a été utilise depuis I’antiquité pour répondre a des
préoccupations de I’homme.

L’évolution des regles du calcul a permis les découvertes des algorithmes. Elle est a I’origine de la naissance,
du developpement de certaines branches (arithmétique, analyse, statistique...... ) et objets mathématiques
(tables numériques, calculatrices ...... )

De nos jours, le calcul approché reste d’actualité car il est tres lié a I’informatique et a la robotique. Il est aussi
utilisé dans les autres disciplines comme la physique, la chimie, I’économie...

A cet effet, notre programme intégre I’apprentissage du calcul approché des la classe de sixiéme et celui des
limites a partir de la classe de premiere, d’ou I’intérét de ce théme pour cette formation.

Objectif général :
Consolider les acquis des participants sur les calculs approchés et limites.

Objectifs spécifiques
A la fin de la formation sur le calcul approché et limites, les participants doivent étre capables de :
- Définir des termes liés au calcul approché dans R ;
- Encadrer un réel par deux autres réels;
- Encadrer une fonction par deux autres fonctions ;
- Déterminer une valeur approchée d’un zéro d’une fonction,
- Déterminer une valeur approchée d’une intégrale ;
- Définir la limite d’une fonction en un point et & I’infini;
- ldentifier les erreurs commises fréquemment par les éléves en calcul approché et limites ;
- Elaborer des activités pour remédier a certaines erreurs.

Plan du travail
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I1. Définition de quelques termes liés au calcul approché

I11.Valeur approchée des zéros d’une fonction

IVV.Valeur approchée d’une intégrale

V. Encadrement d’une fonction par deux autres fonctions
V1.Quelques éléments sur les limites de fonctions/suites numériques

Conclusion



Introduction

Etymologiquement, le mot calcul dérive du mot latin « calculus » qui signifie petit caillou. Ces petits cailloux
sont a I’origine d’un des plus anciens systéemes comptables découverts a nos jours, utilisé pour symboliser des
personnes, des animaux ou des mesures de grains et pour effectuer des additions et des soustractions.

Le calcul regroupe alors toutes les branches des mathématiques : statistique, calcul intégral, calcul infinitésimal,
calcul formel. Mais souvent la valeur décimale d’une fraction ou d’une racine ne peut étre effectuée de maniére
exacte : on parle alors de calcul approché. Quant aux suites elles ont pour premiére utilisation d’approcher avec
une précision de plus en plus fine des nombres remarquables et des fonctions.

De nos jours le calcul approché est utilisé dans tous les domaines.

I. Encadrement d’un réel

Tache 1
. ) , —15<<x<<-14 5<y=I51 —1<z<1
Exercice 1 : Soit les réels x, y, z tels que S o 11 a8t
z°; Jy =i - -
Donner un encadrementde x +y : x =2y ;xy ;xz;x*: " Vv x; v

f— f—

. , Vv2et 5 , .
Exercice 2 : Donner les valeurs approchées des nombres par la méthode de votre choix.

Exercice 3 1-1;2]
a)Comment choisir le reel x si le réel F;( §]5 appartient a I’intervalle e

- , . N . Ly N . . , x-
b) Si le réel x appartient a I’intervalle , a[q_u3e_l JTtervr[xue)aQﬁ)artlent lereel  ?
Mémes questions que b) avec les intervalles et - T

Eléments de réponse de la tache 1

v Ajouter un méme nombre aux membres d’une inégalité:
Soienta, b, c desréels sia=balorsa+c=b+c
v Additionner des inégalités de méme ordre :
Soienta, b, c,d desréels;sia<betc=d alorsa+c=b+d
v Multiplier par un méme nombre les membres d’une inégalité :
Soienta, b, ¢, desréelstelsque a=b
- Sicz0alorsacs gcc
- sic Oalors ac
v Multiplier des inégalités de méme ordre :
Soient a, b, ¢, d des réels positifs;sia<betc=d alorsac=bd

v' Elever aucarré les membres giupejnégalité :
Soient a, b deux réels positifs, sia<b alors
v’ racines carrées . _
Soient a, b deux réels positifs, si0 ~ a< b, alors 0
v’ inverses :
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Soient a, b deux réels positifs, si 0 << a<b, alors § <

Exercice 1

—l5<x<-14 S5<y<51 | 1 = = 14 L 10 < 2y < 10,2
<x+y<37 alors -15+5 x+y -14+51 et

Par suite 3,5 15 <x< —14 15 <y < —14
’ . - , == y . . = <x—2y<=<-—114
v 110 <2y <10,2 -102 < —2y < —10 =" 117 -
{_1)5 <X <= _1!4 - {114 < —x <= 1'5 - < —XxXy < 7 65 = XV = -7
v I 5=y<51 = l5<y<51 =7 "7 "~ "etenfin-765 "~

{—1,5 <x<-14 {—1,5 < x<—14 {—1,5 <x<-14 {1,4 < —x<1,5
v —1<z<1 = —1<z<0 ou 0<z<=1 == lo=z-z=1
{1’4 Trsbe = <<xz<15 < —xz<<15 = <<xz<I1,5 <xz=0
ou 0<z<1 =0 ou0 =0 ou-15
<xz<15
OpG 1o, 14 > <—x<15 =142 < (—x)?<1,5°
\/ » v = =
L =xt<225
d Oli/l’gfcc: z<1 >0<|zl <1 > 0% < [z]? <12 L <zl
S15<x<-14 > <-x<15 >-—< E_&Q?riu'tezzp Lol L
v L = 14 = 15 «x 14 = -14 x 15
< - <
etenfin—0,71428571 = - O,@666617 L
cy<51 =v5< fy<y51 —<Z<=
><3 5’1: v c:"}{\’d’ e[5.1{)- 5
{—1,5 <x < —14 - 1’4;* _i‘ = 11’5 L M4 _-x 15 -15 _x _-14
5<y«<51 = 5‘1;*13 =" 51 "y 5 = -5 “y " s1
<= <2
d’ou -0,3 » -0,2745098
Exercice 3 o 1-1;2] . < - L =2x <7 | <x<35
a) 2x — 5 appartient & I’mtir?v.a?!kg] ssi-1 2x-5 2ssi4 TS_IIZ 2]
il faut donc choisir x dans =~ ™ RauL§lue 2x =  appartient a.I'jatervalle "
b) Le réelxappartiental’infg(\ga]lle ' Y:ssi 27 7 Tssi4T [_. |
Si x appartient a I’intervalle™ lors_, appartienta I’intervalle; T . 2
, . —=3;2] TEx= = x|=3 | Z|x[f=£9 | =x*<
Le réel x appartient a I’mterv_a&l,e7 Sal -3 2ssi0 Sei 0 ssi 0 9
Si x appartient a I’intervalle” ™ [_%Iprsj: apgagignté I’intqgrvlarlfe( 3 <lx?<9 <2<
Le réel x appartient a I’intertlgu,e?,] - $i-27 T 3ssi0” _[O_éki 0C " T "ssi0” 79
Si x appartient & I’intervalle "~ alors ™ appartient & I’intervalle =
pp

1. Définitions de quelques termes liés au calcul approché
Tache 2

1. On donne I’encadrement suivant de r : 3,1414 < < 3,1417.
Quelle est I’'amplitude de I’encadrement ? Quelle est I’incertitude avec laquelle on connait la valeur de  ? Quel
est le signe de I’erreur commise en écrivant = = 3,1414 ; en écrivant m = 3,1417. Que représente 3,1414 pour
m?;3,1417 pour  ?



2. Ecrire les nombres suivants sous forme de produit d’une puissance de 10 et d’un nombre écrit avec un
chiffre non nul avant la virgule : - 371,45 ; 0,000967 ; 7695,04 ; - 0,00280. Donner I’ordre de grandeur
de chaque nombre.

3. Les valeurs approchées par défaut & 10 prés de x ety Wgespectlvement 2,4753 et 7,3086. Calculer
une valeur approchée par défaut de x + yetde x -y a 2. pres.

4. Ondonnee=2,718281... ; r = 3,1414214...

On prend e’ = 2,718 pour valeur approchée de e et &’ = 3,142 pour valeur approchée de .
Déterminer le sens de I’approxiration Qe e et de m et I’incertitude.

Donner un encadrement de e.r, = et de e avec ces valeurs approchées.

Eléments de réponse de la tache 2 10~4
1. L’amplitude de I’encadrement est 3,1417 -3,1414 = 0,0003,=3:-3.1414 10-5
L’incertitude avec la quelle on connait la valeur de = est donc € = - =0,00015 = 15.

En écrivant = = 3,1414, I’erreur commise est 7 - 3,1414 et cette erreur est strictement positive.
En écrivant = = 3,1417, I’erreur commise est 7 - 3 14&25;et cette erreur est strictement négative.
3,1414 est la valeur approchée par défaut de  a 1510_5 pres.
3,1417 est la valeur approchée par exces de  a 15. pres.

Définitions

Etant donné deux nombres réels a et b avec a < b, x un réel :

I’expression a < X < b est un encadrement de x : on dit que x est encadré paraetb ;
I’amplitude de cet encadrementestb - a; b-a

. . N . >
L’incertitude notée avec laquelle on connait la valeur de x est e= 2 ;
le nombre réel a est la valeur approchée par défaut de x a € pres ;

le nombre réel b est la valeur approchée par exces de x a & pres ;

en posant x = a, I’erreur commise sur la valeur de x est X - a et cette erreur est strictement positive ;
en posant x = b, I’erreur commise sur la valeur de x est x - b et cette erreur est strictement négative.

Remarques

Dans la pratique, a et b sont des nombres demmagx En effef etzirbt-cloong un ngbr(i )refbxnil existe un entier
positif n, un nombre décimal unique de la forme ".tel que "

Tout calcul numérique sera effectué sur des valeurs approchées décimales.

Tout nombre décimal compris entre a et b est une valeur approchée de x.

2. - 371,45 s’écrit -3,7145.10% ;
0,000967 s’écrit 9,67.10™ ; 7695,04 s’écrit 7,69504.10° ; -0,00280 s’écrit -2,8.10°,
Une présentation commode d’un résultat numérique consiste a I’écrire sous la forme d’un nombre décimal dont
la valeur absolue est comprise entre 1 et 9 multiplié par une puissance de 10 (positive ou négative) : c’est
I’écriture normalisée ou notation scientifique d’un nompée, décimal.
L ﬂggre d‘elgraqgeu 4)1 1 nombrel rsrel X est donné par a. a travers les encadrements suivants :
a < < etl1< <9 102
Ainsi : I’ordre de grandeur de -371,35 £t 4. ;
I’ordre de grandeur de 0,000967 est 9103 ;
I’ordre de grandeur de 7695,04 est 7. 1073
I’ordre de grandeur de -0,00280 est -3.

3.



1n—3
La valeur approchée par défautde x +y a 2.1 _ d)r.f‘;\s.

2,4753 est la valeur approchée par défaut de x a 10-4 prés alors 2,4753 < x <2,4754 ;

7,3086 est la valeur approchée par défaut de y a prés alors 7,3086 <y <7,3087. 10-*
Donc 2,4753+7,3086 < x+y <2,4754 + 7,3087 alors 9,7839 < x + y < 9,7841 est I’encadrement de x+y a 2.

pres. -3

D’autre partona 9,783 <x+y< 9,71&})53& 9,785-9,783=0,002 = 2. 10

La valeur approchée par défaut a 2. prés de X +y est 9,783.

La valeur approchée par défaut de x - y a 2.10-3 preés.

On sait que 7,3086 <y < 7,3(8% alors -7,3087 < -y <-7,3086 et-4,8334 x-y - 4,8332 qui est

I’encadrement de X - 34:3 2. _ pres. 1073
D’autre part1—043 834 x-y -4,832et -4,832-(-4,834)=0,002 = 2. .,donc la valeur approchée par
défaut a 2. prés de x - y est -4,834.
4, 1073
Onaura2,718<e< 2,,}2{19 alorse’= 2,;{18 est la valeur approchée par défaut de e a - p5é0%.3
Onaura aussi 3,141 < < 3,142 alors = 3,142 est la valeur approchée par excés de a pres.

Un encadrement de e.n -

Onsaitque:2,718 <e<2,719et3,141< <3142 - -

Alors 2,718 x 3,141<e. < 2,719 x 3,142 donc un encadrement de e. est: 8,537238 <e. < 8,543098.
1

Un encadrement de =. . .
g

3 1
Un encadrement de e est: 2,718 <e<2719alors271s & 2718, selon la propri{été de I’inverse et I’ordre dans

IR. Donc 0,367782 = 0,367917. D’oil un encadrement de = est : 0,367782 < = < 0.367917.

L

Un encadrement de =. ) )

Un encadrement de est 3,141 < "< 3,142 et un encadrement de = est 0,367782 < =< 0,367917: alors
3,141x 0,367782 < x= < 3,142 x 0,367917 : par la suite un encadrement de = est : 1,155203 < = < 1,155995.

I11. Valeur approchée des zéros d’une fonction

Tache 3
3
Soit f la fonction numérique de variable réelle x définie pour tout x réel par f (x) = - 3x + 1.
1. Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I’é]]gg;_ignl?i (x) =0. 10;1]
2. Veérifier que f admet une seulq{acjrfe a dans I’intervalle ' , une racine p dans I’intervalle * " et
une racine y dans P’intervalle ™" ., 12

3. Calculer la valeur approchée de B a prés par la méthode de dichotomie.

Eléments de réponse de la tache 3
1. Larésolution approchée d’une équation non linéaire f (x) = 0 ou f est une fonction numérique a variable
réelle, dérivable sur un intervalle | de IR, nécessite trois étapes :
Déterminer le nombre de solutions ;
Localiser chacune des solutions ;



Pour chaque solution, mettre en ceuvre une méthode de calcul approché.
Le nombre de solutions de I’équation f (x) = C.
Apreés étude de la fonction, la courbe représentative * de f est la suivante.

On constate graphiquement que la courbe G coupe I’axe des abscisses en trois points alors I’équation f (x) =0
admets trois solutions.
2. —2; 1]
Une racine o de f[dansl |n]tervalle [—2; —1]
f est dérivable sur ; T est strictement croissante sur ' ; F(-2)=-1;f(-1)=3. D’apres le

théoreme dqs v,etleulrF mtermedlalres I’équation f (x) = 0 admet une unique solution (racine) a dans
I’intervalle

Une racine B danst mte]rvalle o [. [0; 1]
f est dérivable sur ; f est strictement décroissante dans I’intervalle ="~ ; f (0) =1 ; f (1) = -1. D’apres le

théoreme d%vﬂeurs mtermedlalres I’équation f (x) = 0 admet une unique solutlon (racine) B dans
I’intervalle

De la meme] iafgﬂn que a et B, on montre que I’équation f (X) = 0 admet une unique racine y dans
I’intervalle

10;1]

3. Déterminons la valeur approchée a 10-2 preés de la racine B de f dans I’intervalle par la méthode
de dichotomie.

Principe de la méthode de dichotomie.

Situation : f est continue sur I’intervalle 2] ; F(@).f(b) <0.
Meéthode :

o b b
initialisation : [, °120,£a L

calcul dewavecw= 2

a) recherche du signe de f (w).



b) mise a jour de [a“ “1:

- Slgne de f(W) = S|gne de f (aﬂ) : I;Ian—‘ 1-'b

b, . b
"=, 0]

— signedef(w)= signedef(b):[ ¥ "= ° w];

- f(w)=0alors w est la racine. Arrét.

e)miseajourden:n=n+l1.

10
f) faire a) a e) jusqu’a ce qu’on constate que le (2éme chiffre) de w apres la virgule (a

-2

) pres) ne
change pas.
Application au calcul de .
F(x) = x'—3x+ 1; [a, b] = [0, 1]. La méthode de dichotomie donne le tableau suivant.
O br signe £ (™ | signe () W Signe f (w)
0 1 + - 0,5 -
0 0,5 + - 0,25 +

0,25 0,5 + - 0,375 -

0,25 0,375 + - 0,3125 +
0,3125 0,375 + - 0,34375 +
0,34375 0,375 + - 0,359375 -
0,34375 0,359375 + - 0, 351625 -
0,34375 0, 351625 + - 0,34765625 -
0,34375 0,34765625 + - 0,345703125 +

0,345703125 0,34765625 + - 0,3466796875 +

On constate que Ielgéme chiffre (4) aprés la virgule n’a pas changé depuis la 8éme itération alors la valeur
presest0,34: 3 0, 34.

approchée de  a

IVV.Valeur approchée d’une intégrale

Tache 4

Détermination de la valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.

f(x)=¢"







10

Dans chaque cas I’intervalle [-1, 0] est subdivisé en cing parties égales
S1 la somme des aires des rectangles de la figure 1 ; « petits rectangles ».
S, la somme des.aireg des rectangles de la figure 2 ; « grands rectangles ».
1. Comparer S;, S, et 1 ¢ dx.
Reprendre la fig. 1 et fig. 2 en subdivisant [-1, 0] en 10 parties égales.
3. Onnote par S’; et S’;les sommes respectives des aires des petits rectangles et des grands rectangles.
i) Calculer S’; et S’». [° e
i) Comparer S’;, S’ et “-1 ¢ d

no

X.

Eléments de réponse de la tache 4
Figurel

1.4

1.2+

10-8 1

0.4

Figure2

1.4

1.2+

0.6

0.4
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S.S, [F e¥
Comparer *"~? et Lie dx.
F(-1) = 0,368 ; f(-0, 8) = 0,449 ; f(-0,6) = 0,549 ; f(-0,4) = 0,67 ; f(-0,2) = 0,819 ; f(0) =1

Si_p 2[f (—1) + £(—0,8) + f(—0,6) + f(—0,4) + £(—0,2)]

0,368 + 0,449 + 0,549 + 0,67 + 0,819
= 0,2[ ] =0,571

S2_000 [£(—0.8) + f(—0.6) + f(—0,4) + f(—0,2) + f(0)]

0,449+ 0,549+ 0,67 +0,819+ 1
= 0,2[ ] =0,697

[Ledx=[e"]’ =1-¢" 0#32

S.=0571, S, = 0,697 et -1 © dx. 0,632 alors S, <+ % dx. =,

a 1 -3
On dira alors que Ia valeur approchée de f dx par defaut est S;= 0,571 a 63. prés et la valeur
1
approchée de -1 ¢ dx par exces est S, = 0,697 a 63. pres.

Reprenons la fig.1 et la fig.2 en subdivisant I’intervalle [-1, 0] en 10 parties égales

V. Encadrement d’une fonction par deux autres fonctions
Tacre ?Soitf la fonction définie sur [=2: 400 r, f(x,)_-_" 5
| Elt1:2] 2 P T < 1 4 2

a) Montrer que, pour tout X

b) Mlustrer graphiquement le résultat.
2. Enappliquant I’inégalité des accroissements finis sur un ensemble a préciser, déterminer un
en)cadtemem.des nombyges réels suivants

v1,0004  b) 10001 ; C) V9% ; d) sin0,52 10;e?]
0;e”

3. Lebut c}g@%ice est de prouver que la fonction f définie sur D = par
fx)=V" 7, admet un unique point fixe et de déterminer une valeur approchée de celui -ci.
a) Montrer que, pour tout x élément de D, les équations f(x) =x et~ + In(x) - 2 =0 sont
équivalentes. x2
b) Justifier que I’équation  + In(x) - 2 = 0 admet une unique solution dans D, située entre 1,30 et
1,35.

c) En déduire que f gd;new%lqog@]pomt fixe, g_ye I’on notera “

d) Justifier quesix = I If aloris fpi)

e) (i) Montrer que, pourtoutx ;
I|f(x)— a-l ‘_- ;|X — al

(i) Prouver que, pourtoutx ,

f) Soit “n/ |2 suite définie par H1o g3t f(u‘”)
0] Sur un graphique, expliquer la construction des quatre premiers termes de la
suite & I’aide de la courbe de f et de la droite y = x.
(i) La suite semble —t- elle copvergente ? 5| om vers quelle valeur ?
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. 1 n
U, —al = \-
(ii) En déduire que, pour tout n, e, —al < (3)

(iii) Determiner la limite de la SUIrtI u, a 105
(iv) Déterminer un entier naturel ° tel que ™ soit une valeur approchée de ~ pres.
Eléments de réponse de la ﬁaclje 5 o] 1 € [-1:2]
1. a) festdérivable sur ' et f’(x) =2+ fn et pourtoutx )
-1? t_j ?1DUIS 11 ’C-’ng—“-,},puislc._“w—}-2 S2,2 xT2 =4
et s = 2x+2 2

appltqui\n Ie 'gpfogem?éje E ? ?ntsmnls a f, on obtient

, finalement on trouve

4X+4 :
b) Hlustration graphique (ut+|+sai|on de géogébra) [0;1] 1
2. a)onprend f(x) = f est continue %t gerlvable sur - etf(x)=2v"1 0 donc fest
continue et strictement décroissa e siir — —
BN <x+1<2  <ovxtic 3 I (o)l <3
De plus , pour tout x élément de 1~ et 2 2, par sumf

0,0004) —f(0)|=-10,0004—-0
En appliquant le théoréme des accroissements finis on obtlentlf( ) f( = | |

[V1,0004 — 1| <>10,0004] < yI,0004 — 1 < 0,0002 o

c'est-a-dire ou encore — 0, 0002‘
= '1 0004 < 1,0002
0,9998 1
- Pour 101001 on peut prendre f{x) = x+10000

- Pour +%%% on peut prendre f(x) = v10000-x

- Poursin 0,52 on pe; ef(x) an(O 52X) . __ . 2
x? <=>x

o=
-

3. a)f(x)=x —Inx = T o +Inx -2=0

Donc les équations f(x) = x et In((>@ 2 0 sont équivalentes. 10;e2[
b) Soit g la fonctjon deflnlf sur, ;Ear g(x) = +Inx - 2. La fonction g est continue et dérivable sur
etg (x)-2x+*' 0 sur 0.0

g est donc continue %tos_{r ﬁgtﬁrqe%cro;ssante sur] el . 1,352 -

De plus g(1,30) = 0,047et g(1,35) = —In1,35-2=0,122. g(1)xg(2) Oet

d’apres le théoreme des valeurs intermediaires I’équation g(x) = 0 admet une solution unique entre 1 et
2.
c) D’apres 3.a I’équation f() = x admet une solution unique entre 1,30 et 1,35. En d’autres termes f

admet un unique p0|rjt flxe . 1 ~ 10s67]
— ;e

d) f est dérivable sur etf’(x) =- i-lnx 70 fest donc decrmssante sur

el [1,30;135] . ,30<_1;rii1,35 _ <f(x) < 30 <f(x) =
X c SSi 1 ssi f(1,35) c'est-a-dire 1,114
1,151 a'or{ 3 <l <135 { 2,6 < 2x = 2,70

. B} > =

e)(ionall3 = f(x) = 1..35 = 3 < f(r) 135=" 338" 2xf(x) 3 645 =

1 - 1 = 1 = < — = : ‘L =
3,645 = 2xf(x) — 3.38 = - 3,645 -xf!,.xv 3.38 d’ou pour tout X , lf ('t-)| -3

el
Eu; le tP((aoere o\es accrmssements finis appliqué a I avecb=xeta= donne . pour toutx

If 'etparsmte pour tout x

|f(x) — al i;l;x —a.l car (a) =a

f) (i) Construction graphlque
(ii) la suitg semble étre convergente vers



u, =13€

LU, € Upsq €
- Si I alors d’apreés 3. d f( I c'est-a-dire l.
- Conclusion : pour tout n}l e

. . . L
La suite est bien définie car  * est connu et de prochelen pr?che on peurra calcluler tous les termes
i~ a

U, .
g)(i) En utrlrsqnt 3.e (i) eten prenantx = = on obtient c'est-a-dire que
[,y —al = ;Iu,, | car Upsq = f(u,,)

1 n
u, —al =\|-
(i) Demontrons par recurrence pour tout n, s | (3) )
a e = - a = = Uy = A= o Za—u =
- =130~  ~1,35= 335 =0 1,35-1,30
_> 0 Za—uy s : 0,05 ot lu, —al < (5)
u, —al = (l) . ey —al : lu, — al )
-si " 3/ alorsd’apresg)(i) * 3" et par suite

n+1l
-1
Iu‘n+1 - (Zl —= (3)

1 n
: lu, —al = (—)
- Conclusion : pour toutn, " 3. -~
- 1\ . 1y
lu, —al = (= lim, ... (—) s - :
((m) Pour tout n " 3. et " 3/ =0, d’apres le Théoréeme de Gendarmes la suite
tend vers . I

Uy, . , a
(iv) Pour que "2 soit une valeur approchée de a 3)
U, —al =|= =

g (3) il suffit donc de chorsrr ® tel que (1 o
.}. h = 10"% =" 1 < . <=T> 4 — )< —5ln" =" = - h.z - 1 =
(3) =10 L= ( ) =n107° <==>mnyln (3) < —5ln10 <==>ny = (Z) Clest-a-dire ny =

< 10°°

res il faut que [4a, et comme

<107°

10,47. On prend donc =11 u
Une valeur approchée de ~ & pres est

V1.Quelques éléments sur les limites de fonctions/suites numériques

Tache 6
Enumérez quelques difficultés liées a I’enseignement du théme « limites de fonctions/suites » et proposer
quelques activités pouvant aider a surmonter ces difficultés.

Eléments de réponse de la tache 6
» Appréhension de la notion de limite
(Notion intuitive de limite et évolution de la notion)
» Proposition d’activités introductives de la notion de limite d’une fonction en un point ou a I’infini
Définitions
» Erreurs fréquentes des éléves dues aux mauvaises interprétations des régles de calculs de limites et
notations trop abusives de certains enseignants.
1. Leserreurs
L’utilisation dans des conditions non appropriées des régles de calculs des limites des fonctions
polynémes et rationnelles a I’infini.

Exemples : | — lim — =
\—**m(\\-—?\+3 V2 +3x—1 _x— 4o (Vx* Vx= _
lim P S lim ~ <= ) - - ) =0
X— +0 ———— X— +00 —
x*+ln (x) = x*=1

L’ application au voisinage d’un point des régles de calculs des limites des fonctions polynémes et
rationnelles a I’infini.

13
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lim lim
x— 1

: x— 1
(3x4+2x - 4) = (3x4) =3
2. Lescauses
» La non maitrise de la notion de limites ;
» La méconnaissance des limites usuelles ;
> La méconnaissance des opérations sur les limites ;
> La geéneéralisation de certains théoremes hors de leurs domaines d’application ;
» L’usage de faux théorémes inventés par les éléves.
Solutions
* Amener les éléves eux-mémes a découvrir, a démontrer ou a établir les regles, les théoremes et les
propriétés au lieu de les parachuter ;
» Rappeler les propriétés, régles et théoréemes avant de les appliquer ;
» Justifier a I’aide des exemples pourquoi certaines formes indéterminées.

2.1 Activité sur lgg limites des fopgtiong trigonométriques
Soient f(x) = = gx)= =
Tracer sur le méme repere la courbe d’équation y = sin(x) et la droite d’équation y = x. Comment

sont- elles autour de zéro ? Quelle est la limite de f en zéro % I x
Exprimer cos(x) en fonction de cos(2 ) établir que g(x) = - -2 f( )]2 et déduire la limite de g en zéro

2.2Activité sur les limites de la fonction logarithme
Propositionl

Soit f une fonction numérique admettant yne limite finie | en + * . Soit g la fonction définie par g(x)
=f(2x) . Quelle serait la limitedegen+ ?

Soit k(x) = In(x)Uet h(x) = In(2x). On suppose que k admet uneollmlte finie I’ en + * . Donner la
limite de hen + . Déterminer de nouveau la limite de hen +  apres avoir égtit h(x) sous la forme
de k(x) + m, m constante réelle a déterminer. Donner alors {a limite de k en +

En déduire de ce qui précede et en utilisant la propriété In (%) = - In(x) la limite de k a droite de 0.
Proposition2 =

Soit f(x) = In(x) et g(x) =2 V" 2

1.a) Etudier le sens de variation de 1a fonction h définie par h(x) = f(x) — g(x) pour x - 1 ,calculer
h(1) et déduire }.,_(slgng.qn h pour x. 1
b) Comparer = et x pour x 1

In (x)
c) Calculer la limite de * en+ * et déduire cellede =x

) Deéterminer la limite de xIn(x) a droite de zéro. On utilisera c) et un changement de variable
X=x,

Inix)

2) Justifier que f est dérivable sur 0, + * puis calculer f’(1). Déduire la limite en 1 de x-1

Limites de suite et calcul approché
Téache 7

Exercice Pyt

o . e . U, = —— v, =X u,.
On considere les suites u et v définies par: *  2n+1 gt ‘ ‘
a. Calculer les six premiers termes de la suite v.

Emettre une conjecture sur les positions relatives de v, et de z suivant I’entier naturel n.
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b. Pour tout entier naturel n, comparer alors | v, — 7| & | Vn — V-1 | €t Vérifier que ce dernier réel est égal

N 1 , . .. .
a En déduire la limite de la suite v.

In+1’

Conclusion

Le calcul approché comme toutes les autres activités mathématiques, nécessite au niveau de I’éléve une
progression, des méthode§[ et d7e Igaérépétition. Cette progression qui commence depuis le collége avec
Iutilisation des nombres ;V “V= entre autres doit étre soutenue au lycée avec I’introduction de la limite,
la découverte du nombre e ,.....



